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(—Re'sumé N

L'analyse par éléments finis des problémes
caractérisés par des domaines géomélriques
s'étendant a linfini, tels les fondations reposant
sur les massifs semi-infinis, est souvent imprécise,
chére ou les deux d la fois. Parmi les méthodes qui
permettent de pallier a ces inconvénients, les élé-
ments infinis sont les plus adaptés, car, non seule-
ment, ils reflétent la nature infinie du domaine,
mais ils donnent aussi d'excellents résultats en
terme de précision et d'économie de la solution.
De plus, ils sont trés faciles @ meltre en @uvre
dans un programme d'éiéments finis.
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1 INTRODUCTION

Bien qu'il n'y ait pas de domaines physiques qui
s'étendent a l'infini, il y a des cas od c'est utile et
méme avantageux de supposer qu'il en existe. C'est le
cas des sols ; le rayon de la terre, égal environ A
6400 km, est de loin supérieur aux dimensions des
domaines utiles a l'ingénieur (quelques métres pour
l'ingénieur civil et quelques kilométres pour
l'ingénieur géophysicien). Par conséquent, toutes les
fondations des ouvrages de génie civil peuvent étre
considérées comme reposant sur des massifs semi-
infinis.

Dans la pratique quotidienne de I'ingénicur, cette
infinité n'est pas toujours prise en compte et elle est
souvent tronquée. Que l'analyse soit faite avec les
méthodes des différences finies ou des éléments finis,
le milieu semi-infini est transformé en un domaine
fini avec des frontieres et des conditions aux limites
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imposées d'une maniére fictive sur ces frontidres. Par
exemple, dans I'analyse des probleémes de contraintes
ct/ou d'infiltration, souvent un substratum indéforma-
ble et/ou imperméable est choisi a une profondeur
située assez loin du point d'application des charges.
Or, un facteur important dont dépendent la précision
et I'économie des solutions des méthodes numériques
est le choix du maillage. Si la frontiére est située
assez loin du point d'application des charges, ce qui
permettra, a priori, d'économiser sur I'espace mémoire
et le temps d'exécution, alors la solution ne sera
qu'imprécise. Si, par contre, la frontidre est située
asscz loin du point d'application des charges, ce qui
nécessitera un trés grand nombre d'éléments d'on un
cout élevé, et parfois injustifié, de la solution. De
plus, dans les deux cas, le probléme dn choix des
conditions aux limites reste entier.

Néanmoins, il cxiste des méthodes qui permettent
de pallicr a ces insuffisances. La plus simple est celle
proposée par Desai et Abel [1, 2], citée dans Amoros
et al [3], qui consiste a choisir les dimensions du
domaine a mailler en fonction du diamétre du cercle
de chargement. Une autre méthode utilisée par
Amoros et al. [3], consiste en la combinaison dec la
derni¢re avec des €léments frontidres. Cependant, la
méthode qui reflete réellement la nature inifinic du
domaine est sans doute celle qui consiste en l'emploi
d'¢léments inifinis ([4, 5], [6], [7], (8], [9], [10], et

[11]).
2 LES ELEMENTS INFINIS
2.1 Généralité

La caractéristique commune aux éléments infinis
est que la quantité a intégrer sur I'élément, par exem-
ple I'énergic potenticlle dans le cas des structures, doit
etre finie. De ce fait, la fonction approchée counstruite
sur 1'élément pour approximer la quantité inconnne
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doit - tendre vers zéro quand les dimensions de
I'élément tendent vers l'inifini. De plus, elle doit
engendrer des intégrations finies sur I'élément.

Les éléments infinis sont construits suivant deux
approches : l'approche directe et l'approche inverse.
L'approche directe est celle due a Bettess [4]. Elle
consiste en l'extension du domaine géométrique d'un
élément de référence en dehors des limites convention-
nelles (jusqua l'inifini) suivant l'une ou plusieurs
directions tout en gardant les fonctions de forme clas-
siques pour sa représentation paramétrique. Quant 2
I'approximation de la fonction inconnue sur 1'élément,
celle-ci doit décroitre asymptotiquement a zéro 2a
I'approche de l'infini. En d'autres termes, les fonctions
de forme (d'interpolation nodale) associées a I'élément
dans la (ou les) direction (s) infinie (s) doivent com-
porter un terme qui tend vers zéro vers linfini.
L'inconvénient de cette méthode c'est que l'une des
bornes d'intégration sur 1'élément n'est pas finie. On
désigne aussi cclte approche par le terme "formulation
descendante”. Par contre, dans l'approche inverse [8],
les dimensions de I'élément de référence ainsi que les
fonctions d'interpolation nodale de la fonction
inconnue sont les mémes que celle d'un élément fini
classique sauf que la représentation paramétrique de
I'élément est définie a l'aide de fonctions comportant
une singularité au nceud situé sur la frontiére, par
exemple pour { = + 1 si { est la direction infinie, de
fagon que quand ¢ approcne + 1 le neud correspon-
dant de 1'élément parent se retrouve a l'infini. On dési-
gne cette approche par le terme "formulation ascen-
dante”. Bien que cette méthode soit moins intuitive,
son avantage réside dans le fait que les intégrations
sur I'élément sont faites a l'aide des formules de
Gauss-Legendre.

2.2 Formulation directe d'un élément
infini 2 9 neeuds

2.2.1 Fonctions de forme

Un élément inifini & neufl neeuds se présente géo-
métriquement comme suit, (Figure 1) :

Les neeuds d'interpolation 7, 8, et 9 suivant la
direction infinie sont situés a l'infini. Les fonctions de
forme suivant cette direction sont construites a partir
des polynémes de Lagrange multipliés par un terme de
décroissance en exponentielle.

Etant donné trois points dont deux possédent des
abscisses finies et le troisiéme situé a l'infini (Figure 2) :

Les fonctions de forme pour les deux premiers
points sont définies comme suit [4] :

X)L Xy - X
N,-—c(' ) 2
et o
X)L Xy =X
Nz=e(]l %) s S
Xy =%3
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ou L est une longueur arbitraire qui représente
l'intensité de la décroissance de I'exponentielle.

Quant a la fonction de forme Ny(x), elle est donnée par :
N300 =1- (N, (x) + N, (x))

Les fonctions Nj(x), i = 1 jusqu'a 3, vérifient la
propriété des fonctions d'interpolation nodale :

N, (xj) = Sij

- ——p
X

.
Neend sitné 3 I'infini

O Neend géométrique

® Neeod d'interpolation

'

Figure 1 : Représentation géométrique d'un élément
infini & neuf nocuds

@ Nceud situé & Vinfini

--->

=9
Nl

Figure 2 : Elément infini & une dimension.

Quant A I'élément infini & deux dimensions repré-
senté sur la figure 1, ses fonctions de forme sont oble-
nues en combinant les fonctions de forme dans la
direction M avec les fonctions de forme précédentes en
effectuant le produit matriciel suivant :

N, (ﬂ)
N, (n) <N1 (C)- Nz(C)v N;{C))

Ns(ﬂ)
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qu'on réarrange ensuite sous forme d'un vecteur pour
trouver :

Ny (Gm) -05m (1-7 "(Cz—é)/cg)c%

Ny(&m) (1-n2)((&~¢)/ C),c-cu.

Ny(&m) | _ | Osn(i+n) ((¢.~¢)/ L) o

Ny(&n) | 0.5m (14m) (L4 ¢,) e2On.

Ns(&m) (1-02) (€ &,) C_(;f'c’"‘

Ne(&m) 0.5m (1-n)(L/ Qz’:(ég oL
Remarques

- Les fonctions de forme dans la direction 1, N ¢ (),
Ny(M), N5(n) sont celles d'un élément quadratique
a une dimension qu'on peut retrouver dans presque
tous les ouvrages sur la méthode des ¢léments
finis, entre autres Touzot et Dhatt [12] et Meck [13].
Les fonctions de forme No({,n), Ns(L, 1) et No((,
1) des nceuds sitnés a U'infini ne sont pas nécessai-
re car les valeurs nodales de la fonction inconnue
a ces neuds sont nulles. Par conséquent, pour un
probléme de déformations ou de contraintes pla-
nes, le champ de déplaccment sur 1'€lément infini
peut &tre approximé comine suit :

1

» b |
PJ___N,ONzo..NGO'

Y 0 Ny O N ..0 N¢J-:

Ug

Ve

De pius, nous pouvons aisément vérifier que u et v
tendent vers zéro quand § tend vers 'infini.

2.2.2 Définition de la géométrie
de l'éiement

L'élément tel que défini par ses fonctions de forme
n'cst pas isoparamétrique. Les fonctions <N> ne peu-
vent pas étre subsiituées aux fonctions d¢ tranforma-
tion géoméirique. Ce qui est, d'ailleurs, assez simple 2
vérifier. Si on écrit :

y=Nyy, + Noy, +.+ Ngye

on s'apergoit que y tend vers z€ro quand { tend
vers l'infini,

Pour éviter que I'élément soil "télescopé” A zéro ou
d'avoir affaire 2 des quantités infinics, ce qui est
d'ailleurs impossible avec un calculateur électronique,
la péométric de 1'élément est définie en se basant sur
des polyndbmes de Lagrange conventionicls. Les der-
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v Em) | (05 (1= )G = )(¢s=C)/ &ty
t, (¢ n) (1=n?)(8 - €)(Cs - €)/ Cals
T, (G ) 0.5m (147)(C, = €)(8s - €)/ Loty
t () 0.5 (141 )8(8s =€)/ (Ea(8s - Ga))
(G | (14 028y =€)/ (€a(Ss - &)
o (Gm) [ | 0sn(1=n)g(Cs - )/ (Ca(8s - &)
G Gm) | | ~osn(1-n)g(L,-€)/ (LafC- &)
() (1-n2)¢(62-€) 7 (E(C2- &s))
7, (&) 0.50(1+1)g(8, - €) 7 (8a(82 - &s))

niers nacuds, théoriquement situés a l'infini, sont rame-
nés a unc distance finic mais relativement large par
rapport aux autres coordonnées des nceuds tel que
représenté sur la figure 1. Les fonctions de transfor-
mation géomélrique ainsi construites sont données par :

2.2.3 Iatégration numérique

La misc en ceuvre de 1'élément dans un programme
de calcul se fait de la méme maniére que pour les é1é-
ments finis classiques saul que la matrice de rigidité
doit éure intégrée de 0 A + oo suivant { :

(ko= [ [ (81" [l[8] et 3] st

Comme toutes les fonctions apparaissant dans
I'équation contiennent le terme EXP (-), l'intégration
suivant { est évaluée 2 l'aide des tables des abscisses
et poids d'intégration pour les fonctions de type :

Lﬂ EXP (-x) F (x) dx

donnces dans Rabinowitz et Weiss [14]. Quant 2
I'intégration suivant 7, elle est évaluée a l'aide de la
méthode de Gauss-Legendre.

3 EXEMPLES ET DISCUSSIONS
3.1 Programme de calcul SOLINF

L'€lément infini décrit précédemment est utilisé
dans un programme en Fortran pour analyser deux
types de fondation (circulaire et semelle filante) repo-
sant sur des massifs semi-infinis.

Les programmes par éléments finis originaux sont
ceux [15] qui utilisent un élément isoparamétrique 2
huit nceuds. A ces programmes sont venus se greffer
toutes les subroutines relatives a 1'élément infini ainsi
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qu'vne subroutine de génération de maillage. Ces nou-
veaux programmes sont ensuite fusionnés pour former
le programme SOLINF. Ce programme permet
l'analyse des problémes de déformations planes et axi-
syméiriques. De plus, il contient une structure de déci-
sion qui permct d'inclure ou non les éléments infinis.

3.2 Fondation ciculaire

L'exemple suivant, dont les caractéristiques géomé-
trigues et de chargement sont représentées sur la figu-
re 3, a déja fait I'objet d'une analyse par éléments finis
conplés A des éléments frontidres [3]. De plus, il pré-
sente une solution analytique obtenue a l'aide du pro-
gramme AILIZE TII du Laboratoirc des Ponts et
Chaussées [3]. Il a été choisi dans le but d'avoir des
éléments de comparaison pour les résultats du pro-
gramme SOLINF.

: FE

A

maillage (a) maillage (b)

q=662KPa, r=12.5cm

P
>
h=6cm E=6000MPa v=040 T

h=36cm E = 250 MPa
v=10.48

h infini E =250 MPa
v=0.48

vZ

Figure 3 : Structure et chargement de la chaussée.

L'exemple représente la structure d'une chaussée
qui est assimiléc @ un massif multicouche, semi-infini,
élastique, linéaire, homogene et isotrope. Le charge-
ment représente la roue d'un  véhicule assimilée elle
aussi 3 une plaque circulaire. Le domaine présente une
symétrie de révolution et il est maillé de deux manig-
res différentes. Le premier maillage, représenté sur la
figure 4-a, est fait a laide d'¢léments finis, et le
deuxidme, représenté sur la figure 4-b, 2 base
d'éléments finis associés 2 des €léments infinis.

1l est a remarquer que le maillage de la figure 4-a
contient beaucoup plus d'éléments (180) que celui de
la figure 4-b (80).

A l'aide du programme SOLINF, nous avons obte-
nu deux solutions au probléme : l'une par €éléments
finis classiques et I'autre avec les éléments infinis.

14 =

Figure 4 : Détails des maillages

Ces solutions représentent les déplacements verti-
caux dans l'axe de la charge et sont rapportées sur la
figure 5 au méme temps que la solution analytique
rapportée dans [3].

Déplacement vertical en mm
0.00 020 040 0.60 0.30

—
g i e 4

-10. -A— Eléments finis

Figure 5 : Comparaison des solutions pour I'état
axisymétriques

Nous pouvons voir sur la figure 5 que la solution
par éléments infinis, obtenue avec L = 2, {; = 2, {3
= 80, est beaucoup plus proche de la solution
analytique que ne l'est la solution par éléments finis
qui, naturellement, prévoit un déplacement nul 2
l'endroit de la frontitre. De plus, la solution par
¢léments infinis a nécessité beaucoup moins d'éléments
donc beaucoup plus économique que la solution par
éléments finis.

3.3 Etat plan de déformation
L'exemple suivant représente une semelle filante
reposant sur un massif semi-infini. Les caractéristiques

géométriques et de chargement sont représentées sur la
figure 6.
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E=1.10KN/m?

v=03

Figure 6 : Structure de la semelle filanie

En raison de la symétrie du domaine par rappori a
I'axe y, nous avons seulement mailler la moitié de
deux fagons différentes. La figure 7-a représente les
détails du maillage par éléments finis classiques et la
figure 7-b le maillage par éléments finis associés 2 des
éléments infinis.

maillage (a) maillage (b)

Figure 7 : Détails des maillages

11 est & remarquer, aussi, que le nombre d'éléments
est supéricur dans le maillage de la figure 7-a (56 élé-
ments) par rapport & celui du maillage de la figure 7-b
(42 éléments).

La figure 8 représente les solutions par éléments
finis et par éléments infinis (L = 2, §, = 3, {; =150)
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Figure 8 : Comparaison des solutions pour 1'état plan de
déformation.

obienues avec le programme SOLINF. Les courbes
désignent les déplacements verticaux des points situés
dans l'axe de la semelle. Dans ce cas de figure nous
ne disposons pas de solution analytique 2 laquelle
nous pouvons comparer les résultats, mais il apparait
clairement que la solution par élémenis infinis est
beaucoup plus précise que celle par éiéments finis, qui
naturellement, prévoit un déplacement nul A l'endroit
de la froatiere. Comme sur la figure 5, Ia solution par
éléments infinis posséde une forme d'exponentielie et
tend vers z€ro suivant la profondeur. De plus, la solu-
tion par éléments infinis est plus économique.

5 CONCLUSION

La méthode des éléments finis combinés a des élé-
ments infinis a éié utilisée pour analyser deux Lypes
de fondations reposant sur des massifs semi-infinis.
Les résultats obtenus avec ceite méthode se sont avé-
rés Stre wres intéressants du moment gu'ils soni non
seulement plus précis mais beaucoup pius économi-
ques que ceux obtenus avec les éléments finis classi-
ques. De plus, les €léments infinis ne posent pas de
difficult¢ majeure quant a4 leur programination.
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